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Zusammenfassung

Ziel des Vortrags ist die Herleitung der Einstein’schen Gleichungen aus einem Va-
riationsprinzip. Durch diesen Zugang wird die Existenz von Erhaltungsséitzen auf
Grundlage des Noether-Theorems gesichert. Zuerst erkldren wir invariante Integrale
von Funktionen auf Mannigfaltigkeiten. In diesem Zusammenhang tritt das invari-
ante Volumenelement auf. Als Anwendung davon beweisen wird den Satz von Gauf.
Im Folgenden werden zuerst die Feldgleichungen im Vakuum und danach die Ma-
teriegleichungen aus einem Variationsprinzip hergeleitet. Als Nebenprodukt erhlt
man eine allgemeine Definition des Energie-Impuls-Tensors in einer Lagrange’schen
Feldtheorie. Abschliefend werden die bis dahin erhaltenen Ergebnisse verwendet,
um die Einstein-Gleichungen fiir das gekoppelte System aus Feld und Materie auf-
zustellen.

1. Die invariante Volumenform und der Satz von Gauf’

Eine lokale Wirkung lésst sich allgemein als Integral {iber eine Lagrangedichte £

schreiben:
S = / ¢
M

Integrale von Funktionen f iiber eine n-dimensionale, orientierbare Mannigfaltigkeit

M definiert man mittels
/ f = / f W,
M M

wobel w); eine nichtverschwindende n-Form auf M ist. Ist zusitzlich eine Metrik
auf M gegeben, dann ist die natiirliche Volumenform

wy = lgldz* AL A da™ (1)

wobei g := det(g;;) definiert wurde. Unter einem Koordinatenwechsel ¢ : ¢ — '
transformiert sich die Metrik als Tensor gemaf:

0z 9z’ _
gij = W@Qab“ﬂ .

Die Volumenform wird damit zu:

oxT —
det(a—x> ‘\/ |g]
=/lgldz' A ... Ndz" .

Durch diese spezielle Wahl von wj; ist das Integral also unabhéngig von der Wahl
der Koordinaten geworden. Man spricht deshalb auch von der invarianten Volu-
menform. Speziell fiir den Fall n = 4 ergibt sich:

wy = V—gd'z . (2)

det(a—gfﬂdxlA...Adx"
o0zx

*
Y WM =
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Ein sehr wichtiges und tiefgehendes Resultat der Vektoranalysis auf Mannigfal-
tigkeiten ist der Satz von Stokes':

Satz von Stokes: Sei M eine orientierbare, n-dimensionale Mannigfaltigkeit und
K C M eine n-dimensionale kompakte Teilmenge mit glattem Rand 0K . Dann gilt

fiir alle (n — 1)-Formen w:
/ dw = / w . (3)
K oK

Als Beispiel fiir die Anwendung des eben definierten Volumenelements kann man
daraus den Satz von Gaufl herleiten. Sei dazu wx das invariante Volumenelement
auf K und X € X(K) ein Vektorfeld. Die Divergenz von X ist definiert als:

Lxwg =: (divX)wk .
Da Lx =doix +ix od , ergibt sich:
LXwK = d(’inK) +ix(dwK) = d(inK) .

Verwendet man (3), so erhdlt man eine erste Version des Gauf’schen Satzes:

J v x)on = [ dlixon) = [ ixrc. @

Wahle nun eine Orthonormalbasis {w1,...,w,—1} von T,(0K) und mit n sei
der nach aufen gerichtete Einheitsnormalenvektor auf T,(0K) bezeichnet. Dann
ist durch {n, w1, ..., w,—1} eine Orthonormalbasis von T, K definiert. X ldsst sich
damit schreiben als X = (X |n)n+ Y, wobei Y € T, (0K) ist. Damit gilt:

(ixwg)(wy, ..., wp—1) = wg (X, w1,...wy_1)
= (X|n)wg(n,wi,...,wy—1) = (X |n)wok (w1, ..., wp—1) ,
wobei wyi die durch wg induzierte Volumenform auf OK ist. Definiert man nun

noch das Einheitsnormalenfeld N € X(M), durch die Vektoren n auf den Tangen-
tialrdumen, ergibt sich die bekannte Version des Gauf’schen Satzes:

J v Xy = [ (XM (5)

OK

2. Ableitung der Determinante

Bei der Herleitung der Einstein’schen Gleichungen variiert man das Wirkungsinte-
gral nach der Metrik. In diesem Zusammenhang werden wir auch die Ableitung der
Determinante der Metrik g bendtigen, die wir nun berechnen wollen.

Die Determinante einer n x n-Matrix M ist definiert als:

det M := Eil'“i" Mill v Minn s

wobei e/ total antisymmetrisch und £~ = 1 ist. Leitet man dies nach M;; ab,
so erhalt man:

Odet M o —
o, = ittt N N M,

IDer Satz von Stokes stellt eine Verallgemeinerung des Fundamentalsatzes der 1-dimensionalen
Integralrechnung dar: Ist G = [a;b] C R ein Intervall, dann gilt formal:

/f(xd:v—/f ~ f(a) .
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Multipliziert man diesen Ausdruck mit M;; und summiert {iber i, bekommt man
fiir j = [ die Determinante wieder zuriick, ansonsten ergibt sich Null, wegen der
totalen Antisymmetrie von &:

Odet M

M, = M)§ .
8M7;j il det( )(Sl

Multipliziert man nun noch von rechts mit der inversen Matrix M'*, so ergibt sich
die Ableitung der Determinante zu:

ddet M .

=det(M)M?"* . 6

Sl — o) ©

Speziell fiir die Variation der Metrik, wie sie im Volumenelement vorkommt, erhalt
man mit der Definition g := det(g;;) nach der Kettenregel die Formel

0(V—g)= : g5gij =1V=99"5gap . (7)
i

Die Variation der Volumenform der Volumenform ist demnach:

0
0

Swar = 59""0gab wir - (8)

Ansonsten benétigen wir noch die Variation der inversen Metrik. Diese erhilt
man, indem man die definierende Relation der Inversen ¢'*g,, = J; variiert. Es
ergibt sich 0 = 6¢** gap + g°*0gqp und daraus:

397 = —g"" g7 8gap - (9)
3. Variationsprinzip fiir die Felder

Wir zeigen nun, wie sich die Einstein-Gleichungen aus einem Variationsprinzip her-
leiten lassen. Dazu wollen wir uns zunéchst auf das freie Gravitationsfeld, d. h. die
Vakuum-Feldgleichungen, beschrinken.

Satz: Die Einstein-Hilbert-Wirkung fiir die Felder ist gegeben als

SF[g}:/*R:/RwK, (10)

wobei R der Kriimmungsskalar und wg die invariante Volumenform ist. Das Ha-
milton’schen Variationsprinzip fiir die Vakuum-Feldgleichungen lautet dann:

5Sklg] za/KRwKéo. (11)

Hierbei ist K C M eine kompakte Teilmenge mit glattem Rand 0K, auf dem die
Variation der Metrik verschwinden soll (0g;;|lax =0).

Beweis: Der Kriimmungsskalar ist nach Definition R = ¢/ R;;, die Volumenform
ist nach (2) durch wx = \/—gd*x gegeben. Damit gilt:

5/ RwKzé/ Rijgij«/—gdzlx
K K
:/ 6Rijgij\/—gd4x+/ Rijé(gij\/—g) d4x . (12)
K K

=:17 =:15

Wir betrachten zuerst die Variation von R;;. Der Ricci-Tensor ist:
Rij = Rl = (075 + T, T5) = (9570 + 15,15 -

Wahlt man im Punkt p Normalkoordinaten, dann vereinfacht sich dies zu:
Rij =0T, — 0,1, .
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Da die Variation mit partiellen Ableitungen vertauscht, hat man in p:
§Ry; = 6(ar, — 0;Ty;) = ai(oT;) — 0;(8TY;)
und daher
97 6R;; = g 9y(oT";) — g7 9;(oT},) - (*)

Die Christoffelsymbole transformieren sich geméaf

ok _ oz* 81‘1’% e 4 8_£k 02 x4
i\ 9ze 9zt oz ) ¢ \ Bzl 9707 )

Fiir die Variationen 0I" der Christoffelsymbole bedeutet dies:
- 0z* 0xb Ox°
6Tk = -~ ) oT¢,
i (833“ T 8x1> be

da die Terme in Klammern unabhéngig von g;; sind. Die Variationen der Christof-
felsymbole sind also Tensoren. Definiert man nun:

w® = gij(SF?i — 0T, gt

dann ist w ein Vektorfeld, da die Kommutatoren von Vektorfeldern wieder Vektor-
felder sind. Da in Normalkoordinaten 0y g¢;; = 0 gilt, erhélt man die Divergenz von
w zu:

div(w) = w*, = g7 0,(T'%) — ¢"*9a (0T};)
= g70,(6T%;) — g7 9;(6T,)

*) gij(SRij .
Damit ergibt sich fiir das erste Integral in (12) mit dem Gauf’schen Satz (5):
L :/ div(w) wic :/ (w]n) wye = 0, (13)
K oK

da die Variationen 6I" nach Vorraussetzung auf 0K verschwinden sollen.
Wir betrachten nun das zweite Integral: Aus Abschnitt 2, Gleichung (7) und (9),
wissen wir:

5(V=9) = 3V=99"89as , 69" = —g""¢""3gas - (%)
Damit ergibt sich:
5(9"vV=g) =69"V=9+9"5(vV=9)
(*:*)_ ia jbé‘gab\/j"_ g’Lj 1\/7901169&1)
= (3979" — 9" 9"")0gav/ =9 -
Fiir zweite Integral aus (12) erhilt man also:

12 /RU ég”g za Jb)(sgawa

= /(R“b 1 abR)égawa— /G 0gab WK - (14)
K

Verwendet man nun die beiden Resultate (13) und (14) und fordert §.Sr[g] = 0, so
ergibt sich:

O ; 5SF[g] = 7/ Gab5gawa .
K

Da diese Gleichung fiir beliebige Variationen dg,, der Metrik gelten soll, folgen
daraus die Vakuum-Feldgleichungen:

G =0. (15)

4
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4. Energie-Impuls-Tensor und Materiegleichungen

Wir kommen nun zu den Einstein-Gleichungen in Anwesenheit von Materie, die
durch verschiedene Tensorfelder 14 mit A = 1,..., N beschrieben werden kann
(Spinorfelder werden hier nicht berticksichtigt). Kennt man die Lagrangedichte der
Materie £y lokal ohne Gravitation im flachen Raum, so bekommt man daraus nach
dem Aquivalenzprinzip die Lagrangedichte in Anwesenheit von Gravitationsfeldern,
indem man 7;; durch g;; und partielle durch kovariante Ableitungen ersetzt:

Mij = Gij » 0 — Dy .
Die Lagrangedichte ist dann von der Form
c%M - §£M(¢A7 DQZ}AMQ) .

Die Bewegungsgleichungen fiir die Felder erhdlt man, indem man das Wirkungsin-

tegral iiber %)\ nach den Feldern v 4 variiert und dann Null setzt. Es ergeben sich

die bekannten Euler-Lagrange-Gleichungen (allerdings mit kovarianter Ableitung):

0tw _p O%wm

Ma "O(Ditpa)

Einen Ausdruck fiir den Energie-Impuls-Tensor bekommt man durch Variation
nach der Metrik. Wie oben fordert man

5/ ng[{éO.
K

~0. (16)

Die Lagrangedichte hingt sowohl explizit von der Metrik ab, als auch implizit durch
die kovarianten Ableitungen der Felder. Die Felder selbst werden dagegen nicht
variiert, das bedeutet §iyv4 = 0. Es gilt also:

0P 0P } }
51 ¢ = —4(D; + ——40g;; Pno .
/K MK /KH&MA)( Va) ¥ gy O | T Faduk

Aus Abschnitt 2, Gleichung (8) kennen wir schon die Variation des Volumenele-
ments im letzten Term als dwx = 19“dg;; wi. Es bleibt also der erste Term zu
untersuchen.

Wie schon erwahnt, verschindet die Variation der kovarianten Ableitung der
Felder §(D;1) nicht, da die Variation der Christoffelsymbole nicht verschwindet. In
Normalkoordinaten gilt:

0T = 39" (89jm,i + 0gim.; — 89ij.m) -

Ersetzt man die partiellen Ableitungen durch kovariante, gilt dies sogar in beliebigen
Koordinaten:

6Fk =3 (593771 it 5gzm,] 5gij;m) . (17)
Die kovariante Ableitung eines Tensorfelds v vom Typ (r,s) ist in Koordinaten
gegeben durch:

010 i Ty 2 11923 ... 0
Dkwh g = Oy +F Wil TGRS, + o

+Fk31wjj2 3 +Fk]21/};1”3 Js +o

Der erste Term verschwindet, da die Variation mit partiellen Ableitungen vertauscht
und ¢ = 0 ist. Die restlichen Terme lassen sich mit Hilfe von (17) in Terme
von §¢;j; umschreiben. Den dadurch entstehenden Ausdruck kann man partiell
integrieren, wobei die Oberflichenterme verschwinden, da die Variation der Metrik
auf dem Rand 0K Null ist. Das Wirkungsintegral 14sst sich dann in der Form

(5/ =(£MWK—__/ T”ég”wK (18)



Finstein-Hilbert- Wirkung

schreiben, wobei T der Energie-Impuls-Tensor ist. An der Definition sieht man
sofort, dass T symmetrisch ist.

Als Beispiel wollen wir das skalare Klein-Gordon-Feld betrachten: Die Lagrange-

dichte ohne Gravitation ist Lxg = —f( . 0%¢ +m2¢?). Nach dem obigen Rezept
ergibt sich daraus die Lagrangedichte mit Gravitation zu:
e = —5(DapDyd g** +m*¢?) . (19)

Die Variation des Wirkungsintegrals ist:

5/ $KGwK:/ (52}(@,&)1{4—2}(@&{}1{)
K K

= / (6%kcwi + LKcg709:;) wi (%)
K
wobei wieder Gleichung (8) verwendet wurde. Die Variation von $£k¢ ist:
0%xc = 0[~5(DapDyg g° +m?¢”)]
= —50(Dad) Dy g* — 5Da¢ 6(Dp) 9°° + 5 Datp Dy g*' g% 3giy -

Die kovariante Ableitung eines Skalars ist gleich der partiellen Ableitung, D,¢ =
0., die ersten beiden Terme verschwinden also. Setzt man das Ergebnis in () ein,
erhélt man:

5 [ ==} [ {~D'6DIo+ 19 (DaoD" 0+ m) bogiswic
K K
Der Energie-Impuls-Tensor fiir das skalare Klein-Gordon-Feld ist also:
Te = —D'¢D7¢ + 19" (Dap D¢ + m*¢?) .

Als zweites Beispiel schauen wir uns das elektromagnetische Feld an. Die La-
grangedichte ist £, = —ﬁFij FY mit F;; = A;; — A; ;. Wieder nach dem obigen
Rezept erhilt man:

gem = 16 szFkngkgjl (20)
wobeil wegen der Symmetrie der Christoffelsymbole F;; = A;.; — Ay = A — Aij
gilt. Der elektromagnetische Feldtensor ist also unabhingig von der Metrik und
seine Variationen nach der Metrik verschwinden. Man erhélt also mit der Symmetrie
von g*:

5 [ Lamine = [ (0L + Lo B
K K
@/( EFFug™ 697" + 1 Lermg ™ 0ga) wi
K

9 1 a
()/ (+&FiiFug™ g 9" + 3 Lemg™)dgap wi

_ 87r K(FkaF b lﬂjFijgab)égawa
Der Energie-Impuls-Tensor fiir des elektromagnetischen Feldes ist also
Tab — 7ﬁ(FkaFkb _ iFijFijgab) :
oder nach Herunterziehen der Indizes:
TEY = = & (FarFug — $ga FiFY7) . (21)

Dies entspricht dem symmetrischen Energie-Impuls- Tensor, wie man ihn schon aus
der Elektrodynamik kennt.

6
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Wir zeigen nun, dass der Energie-Impuls-Tensor erhalten ist, d. h. dass die kovari-
ante Ableitung D; T verschindet. Dazu betrachten wir eine 4-Form Q2[V¥], die ein in-
variantes Funktional von Tensorfeldern ¥ ist, in dem Sinne, dass ¢*Q[¥] = Q[p* U]
gilt, fiir alle Diffecomorphismen ¢ € Diff (K). Sei nun X ein Tensorfeld auf K mit
X|ox =0 und ¢, € Diff (K) der zugehorige Fluss. Dann ist die Lieableitung von €2
nach X definiert als:

LxQ[U] = % Qo] |

t=0

d
P QY] = T

t=0
Andererseits wissen wir, dass Ly = ix od + d o ix ist. Da Q eine 4-Form und
dim K = 4 ist, erhdlt man df2 = 0 und deshalb:

/LXQ:/d(z‘XQ)@/ ixQ=0,
K K oK

wobei im letzten Schritt verwendet wurde, dass € multilinear ist und X auf dem
Rand OK verschwindet. Man erhélt also als Ergebnis:

/i
i dt

Speziell gilt dieses Ergebnis fiir Q[g] = (Lywi)[g], da in £y alle partiellen Ab-
leitungen durch kovariante ersetzt wurden. Verwendet man nun (18) mit dg;; =
(Lxg)ij, so ergibt sich daraus:

g d
_1 T9(Lxq)is :/ —
/K (Lxgijwx = | &

Wir wissen noch, dass (Lxg);; = X;;; + Xj,; ist. Nutzt man die Symmetrie von 7"/
aus, so erhilt man damit:

OZ%/ Tij(Xi;j —|—Xj;i)wK:/ Tini;ij
K K

Q[érT] =0 . (22)

() l07g] = 0.

P.I1. i i
:/(TJXi);ij—/ T Xiwk -
K K

Den ersten Term formt man mit dem Gauk’schen Satz (5) in ein Oberflichenintegral
um:

/(Tini);ij:/ (TYX;|N)wsg =0,
K oK

da X|sx = 0 nach Voraussetzung, d.h. der erste Term liefert keinen Beitrag. Da
im zweiten Term sowohl X als auch K beliebig gewahlt werden diirfen, bekommen
wir das gewiinschte Ergebnis:

T, =0. (23)

5. Variationsprinzip fiir das gekoppelte System

Die kombinierten Feld-Materie-Gleichungen folgen aus dem Variationsprinzip

1 !
5/](<_16ﬂGNR+$M>wK:0’ (24)

wobei nach der Metrik variiert wird. Aus den letzten beiden Abschnitten wissen

wir schon:
5/ RwK:f/ G589 wic
K K

5/ ngK:—%/ Tijégiij.
K K

und

7
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Setzt man dies in (24) ein, ergeben sich die Einstein’schen Gleichungen:
G = 8rGNT"Y . (25)
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