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Zusammenfassung. Im ersten Teil des Vortrags werden Grundlagen der
Streutheorie und das freie neutrale Klein-Gordon-Feld diskutiert. Bei der Un-
tersuchung des asymptotischen Verhaltens des wechselwirkenden Feldoperators
tritt der Begriff der schwachen Operatorkonvergenz und die daraus resultie-
rende Asymptotenbedingung fiir den Feldoperator auf. Im zweiten Teil leiten
wir die Lehmann-Symanzik-Zimmermann-Reduktionsformel fiir ein neutrales
Klein-Gordon-Skalarfeld her, die einen Zusammenhang zwischen S-Matrix-
Element und den n-Punkt-Funktionen herstellt.

1. Streutheorie und Asymptotenbedingung

In der storungtheoretischen Streutheorie untersucht man Uberginge zwischen
asymptotisch stabilen Zustinden, d.h. der sogenannte in-Zustand wird lange vor
der eigentlichen Wechselwirkung prépariert, wogegen der out-Zustand erst lange
nach der Wechselwirkung gemessen wird. Wir wollen annehmen, dass es sich bei
diesen asymptotischen Zustdnden um freie, also nicht wechselwirkende Ein- oder
Mehrteilchen-Zustéinde handelt, fiir die man einen Fockraum konstruieren kann.
Der Einfachheit halber wollen wir hier nur ein einzelnes neutrales Klein-Gordon-
Skalarfeld betrachten, die Uberlegungen zur Reduktionsformel lassen sich aber ohne
weiteres auf kompliziertere Situationen verallgemeinern.

Die Lagrangedichte des freien Klein-Gordon-Felds ¢ ist:

Lxa = 50,00"p —m?¢* . (1)
Mit den Euler-Lagrange-Gleichungen folgt daraus die freie Klein-Gordon-Gleichung
@O+m*)ep=0. (2)
Das kanonisch konjugierte Feld ergibt sich zu:
_ 0%xc

m(z) = d(z) . (3)

09 ()
Da es sich um Bosonen handelt (Spin 0) fordern wir zur Quantisierung des Feldes
die gleichzeitigen Kommutationsrelationen fiir die Heisenberg-Feldoperatoren:

[B(t ), 7 (t,y)] = id(z —y) .
[B(t, 2), 6(t, y)] = 0 = [7(t, 2), 7(t, y)] - (4)

Um die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren der Theorie zu erhalten, entwi-
ckeln wir ¢ nach einer Basis von ebenen Wellen

up(w) = Ny e 7 (5)
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die die freie Klein-Gordon-Gleichung (2) 16sen. Das Lorentz-kovariante Skalarpro-
dukt zweier Klein-Gordon-Wellenfunktionen definiert man als

(01.62) =i [ 215002 ©)
mit der schiefsymmetrischen Ableitung
£ _ O 991
G102 = 1 (@) - <8x“>¢2 . (7)

Bei geeigneter Wahl der Normierungskonstanten AN, gelten fiir die u,, die Orthogo-
nalititsrelationen

(up,uq) =0(p—q), (up,uy)=—d(p—q). (8)

Die Entwicklung des freien Feldoperators lautet dann:

bz = / Bpu(2)i, + ul(z)al, )

Mit dem eben definierten Skalarprodukt ergeben sich daraus fiir die Erzeuger und
Vernichter die Beziehungen

dp = (upa ), d;r) - _(u;’ ?) (10)
wie man unter Verwendung von (8) durch einfaches Nachrechnen bestéitigt. Aus
diesen Gleichungen kann man ablesen, dass die @, und d; zeitunabhingig sind,
wenn ¢ die freie Klein-Gordon-Gleichung erfiillt. Postuliert man jetzt die Existenz
eines Vakuumzustands |0), der die Bedingung a,,|0) = 0 fiir alle p erfiillt, so ldsst
sich ein freier n-Teilchen-Zustand mit den Erzeugern schreiben als

P1s- - spn) =@, -+ al, 10) . (11)

Wie anfangs erwdhnt, soll es sich bei den in- und out-Zustinden um freie Zu-
stande handeln. Die asymptotischen Quantenfelder beschreiben wir durch die Feld-
operatoren ¢y, (fiir 2° — —00) bzw. ¢oy; (fiir 2° — +00). Setzen wir noch voraus,
dass der Vakuumzustand stabil und eindeutig ist, also |0;in) = |0;out) =: |0) gilt,
so lasst sich ein n-Teilchen-in-Zustamd in den Erzeugern ausdriicken:

\pl,...,pn;in> :&;l,in'” &Ln,inm) : (12)
Analoges gilt fiir den m-Teilchen-out-Zustand:
|Q17 sy @my Out> = CAJn,out T djlm,out|0> : (13)

In der Streutheorie interessiert uns die Wahrscheinlichkeit eines Ubergangs zwi-
schen in- und out-Zustand. Wir brauchen also die Ubergangsamplitude

Spi=A{q1, -+ gmsout|pr,...,py;in) , (14)

die auch S-Matrix-Element genannt wird, da sie sich als Erwartungswert eines S-
Operators schreiben lisst, der die in- und out-Zustinde ineinander transformiert:

Gout (z) = ST in(2)S . (15)

Die Unitaritat der S-Matrix, welche ja eine Observable darstellt, gewahrleistet man
durch die Forderung nach asymptotischer Vollstindigkeit, wonach die in- und out-
Hilbertrdume untereinander und auch gleich dem Hilbertraum der wechselwirken-
den Theorie sein sollen. Fiir eine weitere Diskussion der S-Matrix sei auf die Lite-
ratur verwiesen.
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Um das S-Matrix-Element wirklich zu berechnen brauchen wir Kenntnisse iiber
den wechselwirkenden Feldoperator ¢, welcher auch als interpolierendes Feld be-
zeichnet wird. Auch fiir diesen postuliert man die Giiltigkeit der gleichzeitigen
Kommutationsrelationen:

[¢(ta :13), ¢(t7 y)] = ’L(S(:I: - y) ’

[¢(t7w)v¢(t7y)] =0= [¢(t,w),¢(t,y)] : (16)
Wegen der asymptotischen Vollstdndigkeit kénnen wir auch ¢ nach der Basis ebe-
ner Wellen u;, entwickeln und bekommen Erzeuger und Vernichter, die aber jetzt
zeitabhingig sind und keine einfache Teilcheninterpretation mehr zulassen.
Im Folgenden interessieren wir uns fiir das asymptotische Verhalten von ¢. Ist
die Wechselwirkung zeitlich auf ein Intervall der Lange T" beschrénkt, so erhélt man
natiirlich

lim QS(I) = ¢in/out(z) : (17)

20 —Foo
Da sich die Selbstwechselwirkung prinzipiell nicht ausschalten l4sst, kann man diese
Forderung nicht erfiillen. In einem ersten Schritt fordern wir statt der Gleichheit
nur noch Proportionalitat:

ohm d)(l‘) = \/E¢in/out(x) (18)

zY—Foo

mit einer noch ndher zu bestimmenden Renormierungskonstante Z. Da wir auch
fiir das wechselwirkende Feld die gleichzeitigen Kommutationsrelationen forderten,
gilt aber:

20—+o00
=7 [(bout(xoa w)v (bout (xO, y)} = ZZ(S(:B - y) ) (19)

woraus direkt Z = 1 folgt und wir wiren wieder bei (17), was wir ja gerade vermei-
den wollten.

Einen Ausweg aus dieser Misere bildet die schwache Operatorkonvergenz. Dazu
betrachten wir eine Folge von Operatoren (O;);. Fiir die starke Konvergenz von O;
gegen O fordert man

T [[(0; = O)u)| =0 VIg)eH . (20)
Die schwache Konvergenz ist dagegen definiert als
lim (]0i[x) = (WIOlY) V), |x) €M, (21)

hierbei miissen also nur die Matrixelemente konvergieren. Physikalisch gesehen
reicht dies vollkommen aus, da ja die Matrixelemente — und nicht die Operatoren
selbst — den observablen Gréfien entsprechen. Den Zusammenhang zwischen starker
und schwacher Konvergenz erkennt man, wenn man die Norm in (20) ausschreibt
und einen vollstdndigen Satz Basiszustdnde |x;) einschiebt:

[0 = O = (¥1(0: = 0)1(0: = O)[¥)
= 2_{¥10i = 0)TIx;) (s (01 = O) )

= Z |(@1(0i = O)[xs)I” - (22)

Starke Konvergenz bedeutet nun, dass die Summe gegen Null geht. Da die einzel-
nen Summanden nicht negativ sind, miissen dann schon die Summanden gegen Null
gehen, d. h. aus starker Konvergenz folgt schwache Konvergenz. Da wir es hier mit
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einer unendlichen Reihe zu tun haben, gilt die Umkehrung nur, wenn gleichméfige
Konvergenz vorliegt, was im allgemeinen nicht der Fall sein wird. Fiir endlichdi-
mensionale Hilbertrdume sind beider Arten der Konvergenz dquivalent.

Wir interpretieren also die urspriingliche Bedingung (18) im Rahmen der schwa-
chen Konvergenz und erhalten die Asymptotenbedingung fiir den Feldoperator:

lim Wle(@)l) = VZ (| $in ot (2)|X) - (23)

Durch diesen ,, Trick* wird das Problem in Gleichung (19) entschérft, da fiir schwache
Konvergenz aus A; — A und B; — B nicht die Konvergenz des Produkts A;B; —
AB folgt, da man fiir die Produktbildung die absolute Konvergenz der Reihen
braucht.

2. Die Reduktionsformel

Wir haben nun alle Mittel zusammen um die LSZ-Reduktionsformel fiir das S-
Matrix-Element herzuleiten. Diese, von Lehmann, Symanzik und Zimmermann im
Jahr 1955 formulierte Gleichung stellt einen Zusammenhang zwischen S-Matrix und
den n-Punkt-Funktionen (oder Green’schen Funktionen) her. Diese sind definiert
als zeitgeordneter Vakuumerwartungswert von Produkten aus Feldoperatoren:

Gn(z1,.. ., 3y) = (O[T (¢(z1) - p(2))]0) (24)
Mit der Asymptotenbedingung (23) kennen wir schon einen Zusammenhang zwi-
schen den asymptotischen Feldern, die im S-Matrix-Element auftreten, und dem
interpolierenden Feld, das in den n-Punkt-Funktionen verwendet wird. Das Matrix-
Element war definiert als

Sfi:<Q1a'"7qm;out|p17"‘vpn;in> . (25)
Die folgende Rechnung kann man grob in drei Schritte teilen: Im ersten Schritt wird
aus dem in-Zustand ein Erzeugungsoperator ap in herausgezogen. Diesen driickt
man im zweiten Schritt durch die asymptotischen Feldoperatoren ¢i, und ¢oy: aus.
Im dritten Schritt verwendet man die Asymptotenbedingung um zum wechselwir-
kenden Feldoperator ¢ iiberzugehen. Die Prozedur wiederholt man fiir alle Teilchen
des in-Zustands und danach fiir die des out-Zustands, bis nur noch der Vakuumzu-
stand iibrigbleibt um daraus die Reduktionsformel zu erhalten.

Wir ziehen also als erstes einen Erzeuger aus dem in-Zustand heraus:

Sri={q1,... 7qm;out|&;17in|pz, c++yDn;in)

= <q17 s >(Im§0‘»1t|d;1 out|p27 <oy Pnj 1H>
+{q1,- .-, qm,out|ap in &Ll7out|p2, ey Ppiind (26)
wobei im zweiten Schritt die Bez1ehung a = AI, out +aL in— ;, out Verwendet wur-

de. Im ersten Term wirkt ap out als Vermchter auf den out-Zustand. Wir fordern
nun, dass alle p, und g, verschieden sind. Dies stellt physikalisch keine Einschran-
kung dar, da die Gleichheit dem trivialen Fall entsprechen wiirde, dass ein Teilchen
einfach durch die Wechselwirkungszone hindurchlduft und gar nicht an der Streuung
teilnimmt. Man braucht dann nur das S-Matrix-Element fiir die {ibrigen Teilchen
ausrechnen, die die obige Bedingung erfiillen. Somit verschwindet der erste Term in
(26) und es bleibt der zweite zu untersuchen. Dazu verwenden wir die Darstellungen
der Erzeuger aus Gleichung (10). Man erhilt:

il = b oue = —{(up, in) — (U5, Pout) }

= fi/dgx Up, (I)5x0{¢m($) - d)out(z)} . (27)
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Diese Gleichung gilt fiir alle 2°, da die linke Seite unabhingig von z" ist, also kénnen
wir 2° auf der rechten Seite frei wiihlen:

il =l = / d%{[ Jlim uplé?;ogﬁm} - [ lim uplé;oqsout}} . (28)

20— —00 20— 400

Da der ganze Ausdruck in einem Skalarprodukt steht, konnen wir an dieser Stelle
die Asymptotenbedingung verwenden um zum interpolierenden Feld {iberzugehen:

. . { . = . =
a’;hin - aLl,Out = _ﬁ /d3$ { |:zol~1>moo uP1 azo¢:| - |:x01i>m+oo uP1 azo¢:| }

i M . -
e (=t ) [ o, o (29)

Mit Hilfe von

(xolilﬁoo lim )F(x) / o 8,0 F () (30)

0_,__
¥ ——00 — 00

kann man dies in ein vierdimensionales Integral umformen und erhilt:
. . i o
a’;l,in - ai)l,out = ﬁ /d41‘ axo (up1 81;0 ¢)
i
- [ @20 - @R )e} . @)
Fiir die ebenen Wellen u,, gilt die freie Klein-Gordon-Gleichung
O+ m)up =0 . (32)
Mit O = 9,0" = 92, — V? ist dies dquivalent zu
Zoup = (V2 —m?)uy, . (33)
Wir setzen die Beziehung in (31) ein und integrieren danach zweimal partiell iiber
die Raumkoordinaten. Die Randterme verschwinden, da man sich (31) als Integral-

kern vorstellen muss, den man mit Wellenpaketen testet, also keine Beitrige im
Unendlichen liefern. Es ergibt sich:

N . )
alein o a’;hout = ﬁ /d4$ {upl a§0¢ - (V2 - m2)u171 ¢}

P':I'é /d4m {um@ioqﬁ — Up, (V2 — m2)¢}

= / d'x up, (s +m?) . (34)

Fiir das S-Matrix-Element aus (26) haben wir damit:

7 .
Sy = \/_Z /d4x up, () (O + mA{q1, -, Gm; out|d(z)|pa, . . ., pp;in) | (35)

es ist uns also gelungen das erste Teilchen aus dem Anfangszustand zu eliminieren.
Wir ziehen nun das zweite Teilchen heraus:

<Q17 <o Qm; OUt|¢<x)|p27 v apn91n>
= <QI3 <oy my Out|¢(x)&;r)2,in|p37 <oy Pnj lIl> . (36)
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Zur Berechnung dieses Terms brauchen wir:

G —ny / @y up, ()50 01 (y)

y—)OO

= —¢(z) lim \/_/d3yup2 Oyod(y)
=—\/%yogrgm @y up,F (6(2)6 (1)) (37)

Wegen y° — —oo diirfen wir hier die Zeitordnung einfijhren ohne am Wert des
Integrals etwas zu verdndern:

¢(x)aj,27in = ,é yol_i)n_loo APy up, 50T (6()(y)) - (38)

Wir verwenden nun

— lim :( lim — lim )— lim (39)

40— —o00 yO0—too 40— —o0 Y9 —+00
und aus (38) wird
6213}, 10 = \% [ 40, BT (01)00))
Zyoliriloo /d yup28 o (o(y)o(z)) (40)

Hierbeit haben wir den ersten Term schon wie oben mittels (30) in ein vierdi-
mensionales Integral umgewandelt und im zweiten Term den Zeitordnungsoperator
angewendet, der dort die Operatoren ¢(z) und ¢(y) vertauscht hat. Der zweite
Term ist unter Verwendung der Asymptotenbedingung aber gerade

b lim i/d?’yungyo (o(y)o(x)) = —i/dsyup25y0¢out(y)¢(x)

\/Z y0—+o0
= &L2,out¢(x) ’ (41)

wobei dI,Z out jetzt links steht, also auf den out-Zustand wirken kann. Wegen unserer
Forderung p; # g, fiir alle j,k verschwindet also der zweite Term von (40) im
Skalarprodukt. Den Rest kann man wieder nach der gleichen Methode wie in (34)
umformen:

p(x)al . = é / 0y {up, 02T (6(2)0(y)) — 0otup, T (6()0(y)) }

= == [ {un B T(@)0w) - (V5 = )y, T (0()60)
:ﬁ / dhyup, (O, + m2T (6(2)6(y)) (42)

Damit haben wir auch das zweite Teilchen aus dem Anfangszustand eliminiert und
es gilt:

Spi= (ﬁ) [t [ @esup, (21, @) O, + )@ + )

X {q1, . - -, qm;out|T (¢(z1)d(x2)) 3, . - ., Pusin) (43)

Nach n Schritten hat man alle Teilchen aus dem in-Zustand eliminiert. Auf die
gleiche Methode kann man nun die ¢, aus dem out-Zustand entfernen und nach
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insgesamt n + m Schritten erhilt man die LSZ-Reduktionsformel:

. n+m
Sypi = (é) /d4$1 edtz, dyr - d Y,

X Uup, (21) +up, (Tn) ug, (Y1) - ug (Yn)
X (Qzy +m?) -+ (O, +m?) @y, +m?) -+ (Oy,, +m?)
X Gram(T1s o s Ty Y1y ooy Ym) - (44)

An dieser Form des S-Matrix-Elements sieht man sehr schoén, dass in- und out-
Felder gleichberechtigt vorkommen. Die Zuordnung zu einlaufenden und auslau-
fenden Teilchen geschieht erst durch Anwenden des Klein-Gordon-Operators und
Projektion auf die zugehdrigen ebenen Wellen.
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